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Urnes de Pdlya

» Une urne contenant des boules de deux couleurs différentes
» Tirage uniforme avec remise

» Des régles fixées pour I'évolution de I'urne

G %)
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Urnes de Pdlya

+ ajouter 2 blanches

+ ajouter 1 noire et 1 blanche

» Une urne contenant des boules de deux couleurs différentes
» Tirage uniforme avec remise

» Des régles fixées pour I'évolution de I'urne

G %)
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Objectif général

Processus d'urne de Pdlya

» configuration initiale (ao, bo)

d

» matrice de régles (i b) adeZ, b,ceN.

(An, Bn) vecteur aléatoire, composition de I'urne aprés n tirages.
A, nombre de boules noires dans I'urne au temps n.

1 An

Question : Loi de (A,, B,) :
» pour n fixé?

» pour n trés grand, n — oo ?
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Comportements variés

Probléme : Comprendre précisément les comportements limites de I'urne
d'une urne de Pdlya.
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Urnes équilibrées - Réponse probabiliste

[ Smythe 1996, Janson 2004, Pouyanne, Chauvin, Mailler, ...2011, 2013 ]
Méthodes : plongement en temps continu, martingales, ...

a b c =at+b=c+d balance
c d p =c—a=b—d dissimilarité

Quantité remarquable : \ = —P. rapport des valeurs propres.
o

Théoréme

> si A < 5 comportement gaussien

> si A > 5 comportement non gaussien

NI= N




Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne <(1) i) et (ao, bo) = (1,1).

H(x,y,z) =

Xy
e 0 |
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (fl) i) et (ao, bo) = (1,1).

H(X,y,Z):

.o Xy
7 3 2.2y %
.o \01\ + (xy +X}/)ﬁ
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (? i) et (ao, bo) = (1,1).

PR Hx.y,2) =
00 o Xy
® O
° \ e Oo
” U = bl ) D
o0 )2
e O
® O

1!
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (? i) et (ao, bo) = (1,1).

H(x,y,z) =

Xy

4
o . oo + (xy3+x2y2)ﬁ
S~

5 (o]
}v ® Of
PRe) ® O
oo X
[ ]
® OO0
® O

2
+ (xy® +5x%y* +2x3y3) %
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (? i) et (ao, bo) = (1,1).

e

5

PRt

3 2

SN |8
o coo S 4

oo\ol . )2/
.2 4 +

N

e O < &
° > +

o) 2.

2
V4
(xy® +5x2y* + 2x3y3) =

H(x,y,z) =
Xy

V4
(Xy34—x2y2)i7

2!
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Fonction génératrice des histoires d'une urne équilibrée

Histoire de longueur n = une suite de n évolutions (n tirages)
Hp,ij : nombre d'histoires de longueur n, débutant en (ag, by), et

terminant en (7, ).
H(x.y,z ZHn,,xy

n,iJj

Equation aux Dérivées Partielles [Flajolet - Gabarré - Pekari, 2005]
_ oat+l_ b c. ., d+1
O.H=x"""y°0.H+ xy*""0,H

ouencore J,H=DH avec D =xyxd,+xy?yd,

Systéme différentiel [Flajolet - Dumas - Puyhaubert, 2006]

H = X% ybo
a b t (80, bo) — X = Xa+1 Yb
c d) ¢ at+b=c+d avec Yy = Xcyd+l

X(0) =x, Y(0) =y
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Méthode symbolique pour la PDE - Cas équilibré

Pick and replace est ['opérateur de pointage ©, = x0x

N . . . .
le_j ! iXI+ayJ+b_|_jXI+Cyj+d
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Méthode symbolique pour la PDE - Cas équilibré

Pick and replace est |'opérateur de pointage ©, = x0y

i+a  j+b

iy D y itc jtd

+jx "y

D =x7y" 0, + xy’O,
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Compter les histoires - Exemple

Soit I'urne (? i) avec (ao, bo) = (1,1).
.1
vool” e H(x.y,2) =
y eoo| X
I v
1 ) z
pd . oo + (xy3+x2y2)ﬁ
.o )3, 2 '
o |9 )/4' 5 24 | 5,33 z2
o & | 890~ +(XY+5Xy+XY)§
® O 02 .3
[ ] / Jr
).
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Méthode symbolique pour la PDE - Cas équilibré
Pick and replace est 'opérateur de pointage ©, = x0x
%ngliXHayH$<+jXch¥d
D =x*yb 0, + x°y? 0,

[tération a partir de la configuration initiale,

D" [Xaoybo} = Z Hn.ij x'y/

i
Hix,y,2) = D[y P]5 = (€22) o [x®y™]

n>0

Preuve PDE Différentier par rapport d z : 0;H=9H
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'Boole dans les Urnes|

» Motivation : quantify the fraction of tautologies among all logic
formulas having only one logic operator : implication. [Mailler, 2011]

> Probabilistic model : uniform growth in leaves (BST model)

» choose randomly a leave
> replace it by a binary node and two leaves

N\
/N /N
/\
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'Boole dans les Urnes|

» Motivation : quantify the fraction of tautologies among all logic
formulas having only one logic operator : implication. [Mailler, 2011]

> Probabilistic model : uniform growth in leaves (BST model)

» choose randomly a leave
» replace it by a binary node and two leaves

7 %
/N /N
7%, AR

o —

/N

o

a
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A 3 x 3 urn model

3 colors, Corresponding
with rules : urn :
V — eV 0 1 0
e — XX 0o -1 2
X — XX 0 0 1

Generating function of histories

H(y,z) = exp <|n (1_12> +(y - 1)z>

z counts the length of history,
y counts the number of e balls.
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Poisson Law in subs-trees

Let Uk, be the number of left sub-trees of of size k directly hanging on
the right branch of a random tree of size n.

Theorem

» Uy, converges in law, U, — Ui,
n—oo

» U; ~ Poisson (1), with rate of convergence O (i—';)
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Poisson Law in subs-trees

Let Uk, be the number of left sub-trees of of size k directly hanging on
the right branch of a random tree of size n.

Theorem

» Uy, converges in law, U, — Ui,
n—oo

» U; ~ Poisson (1), with rate of convergence O (i—';)

Generalisation With a (k +2) x (k +2) urn

Theorem

> Uy n converges in law, Uy, — Uk,
n—oo

> Uy ~ Poisson (1), with rate of convergence O ((2:!)").
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Urnes non équilibrées
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Fin des histoires...
3 J—
73 ( 01 1) débutant en (3,0)

3

X’y —3
Plus de :

/ \ & balance

& nombre total de
boules déterministes

X202 4
1/ \2 2/ \2 ,;Eéquiprobabilité
3 2.3 des histoires
Xy %

y? xy®

6 12 6 6
111 111 111 111 Combinatoire des histoires
333 333 334 334 # Probabilités.
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Cas général non équilibré : probabilités et symbolique |

pa(x,y) = E:P{A-—/B = j} X'y

? i 1
_L i+a J-‘rb_’_LX

I+J I+J

i+c, j+d
y
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Cas général non équilibré : probabilités et symbolique |

po(x,y,t) = Y P{A, =i B, =j} X'yt

i
leJtI+J : .Xl+ayj+btl+1+a+b_|_ : .XI+CyJ+dtI+J+C+d
I+ I+
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Cas général non équilibré : probabilités et symbolique |

po(x,y,t) = Y P{A, =i B, =j} X'yt

i
Xiyititi 2, yitayitbyititath  J  iteyjtdyititetd
I+J i+

Introduisons deux operateurs, intégration et différentiation,
t i+j
j[Xiyjti+j] _ / Xiiji+jd_W S~ .t .
0 w I+
b ath d
D = x*y 7O, + xyIttIe,
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Cas général non équilibré : probabilités et symbolique |

po(x,y,t) = Y P{A, =i B, =j} X'yt

iJ
)dyJH+j52j1?  i .XHﬂyJ+thJ+a+b_+ _f .XnyJ+dtHj+c+d
I+ I+
Introduisons deux operateurs, intégration et différentiation,

C t o dw ot
Jx'y/ t'H] = / xX'ywt —— = x'y
0 w I+

D = Xy 7O, + x“yIt 9,
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Cas général non équilibré : probabilités et symbolique |

Pa(x,y, t) = Z]}D{An =i, B, =j} x'yitit]
iJ

XiyjtiJrj@_O)J. L J
I+ I+

Introduisons deux operateurs, intégration et différentiation,

. t o dw v

Jx'y/ t'H] = / xX'ywt —— = x'y
0 w I+

D = Xy 7O, + x“yIt 9,

l+ayj+bt/+1+a+b_|_ Xl+cyj+dtl+1+c+d

pri1 =D oT[p,] = ... = (Do) [xPylroth] > ygly!
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Cas général non équilibré : probabilités et symbolique Il
pa(x,y,t) =Y P{A,=i,B,=j} X'yt
inj D = Xaybtaere + chdtc+dey

Pot1 =D o J[py] ]—/ f( W)f
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Cas général non équilibré :

probabilités et symbolique Il

pa(x,y,t) =Y P{A,=i,B,=j} X'yt

iJ

pni1 =90 j[Pn]

D = XaybtaereX + chdtc+dey

i) = [ o2

Introduisons une nouvelle Fonction Génératrice, 1, = J[pn]

Un(x,y, t ZP{A =i, By =J} X'yl

n — tatwn

et

it

+J

tatwn—#l - (¢n)
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Cas général non équilibré : probabilités et symbolique Il

pa(x,y,t) =Y P{A,=i,B,=j} X'yt

i D = XaybtaereX + chdtc+dey

J— ~ t
Po1 =D 0 J[pi] IF(0)] = / F(w) 2
0 w
Introduisons une nouvelle Fonction Génératrice, 1, = J[pn]
it
Un(x,y, t ZP{A =i, By =J} X'yl y

= tOah, ‘et tO 1 = (wn)

Enfin t0; = x0x + y0,, ainsi ¥ =" _1pz" vérifie

[(1 — Zxayb) O+ (1 - zxcyd) @y} V(x,y,z) = aoybo

pour toute urne additive !
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..mais pondérer, c'est gagné!

(PGF pondérée)  V(x,y,z) = ZZE”{A =iB

n>0 ij

Théoréme

(PDE) [(1 - 2x?yP) O, 4 (1 — zx°y9) O,] - V(x,y,z) = x ybe

Solution méthode des caractéristiques, et équation différentielle ordinaire

dx  x(1—zx?yP)
(ODF) dy  y(1—2xcy9)

Théoréme Soit x = g(y,z,u) la solution générale de (ODE), avec
u constante d'intégration, et U(x,y,z) (intégrale premiére) telle que
gly,z, U(x,y, z)) = x. Alors,

y % tho-1
g(t,z, U(x,y,z))% t™
y _ dt
(X,%Z) /0 ]__zg(t,Z, U(X7y7z))c td

[Morcrette 2013] 16/29




Application : Knuth cutting loops

2.1. Cutting loops. The following problem by Daniel Shine was published on -1 1
pages 144-145 of the Journal of Recreational Mathematics, Volume 33: =
2680. One thousand loops of string, each of unit length, are placed - 0 1
in a box. One piece of string is removed at random. It is cut at

a random location and put back into the box. This select-and-cut
process is repeated 1000 times. All pieces, whether loops or not,

are equally likely to be selected. After the 1000 repetitions, what ( ao, bO) = (m’ 0)
is the average length of the pieces of string in the box?

Débutons avec m boucles dans une boite.
A chaque étape, piocher, découper et replacer dans la boite.

Q : Longueur moyenne d'un brin aprés m coupes?
dx B dy _dw
x(1—zx"1ly) o y(1 — zy) S oxm
d _
EDO 1er ordre : &_ X7
dy y(1-2zy)
Solution générale : gly,z,u) = 1# (u—zIn(y))
—zy
1=
Intégrale premiére : U(x,y,z) = u + zln(y)
y

Systéme caractéristique :

Wi(x,1,2) = /0 (1—tzt)m+1 (x(1 = 2) — zIn(£))™ dt
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'Urnes a coefficients aléatoires
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Mélanger Pélya et Friedman

B, 1-5, N .
(1 _B, B, > , ol B, ~ Bernoulli(p)

Configuration initiale : (ao, bp) = (1, 1).

10 0 1
(0 1> avec proba p (1 0> avec proba 1 —p

urne de Pélya—Eggenberger, urne de Friedman,

distribution limite uniforme distribution limite gaussienne
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Mélanger Pdlya et Friedman

10 01
(0 1) avec proba p (1 0) avec proba 1 —p

p=0

Friedman Pélya

) D) S




Systéme différentiel pour les urnes aléatoires équilibrées

1-8B, B .
( B, 1_ Bp> , avec B, ~ Bernoulli(p)

0 1 b 10 ba 1_
1 o) avecprobap g 1) dvecpro p

Ainsi, H(x,y,z) = X(x,y,2)® Y(x,y,z)® , avec

X = pXY+(1-p)X?
Y = pXY+(1-p)Y?

Probabilité d’avoir a boules noires et b boules blanches aprés n tirages :

[xy*z"|H(x, y, 2)
[z"|H(1,1, z)

Pn,a,b = (histoires pondérées)

deux variables aléatoires a valeurs dans {—1,0,1,..., o}.

Théoréme La série génératrice H(x, y, z) s'exprime par un systéme diffé-
rentiel pour toute urne équilibrée (45 75 ), avec o constante, et A, B

[Morcrette-Mahmoud, 2012]
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Compter les histoires de Pdlya
Soit 'urne <(1) (1)> et (bo, wo) = (1,1).

(01 / (3,1)
/ ) H(X,y,Z):

(2,1) \<i\
®o0 V (2,2) ¥
(1,1) + (xy? + x%y)z
N .

(2,2) + (23 + 2332 +2x%) 5
(1,2)

+
(1,3)

AN

(1,3)
22/29



Compter les histoires de Friedman
Soit 'urne ((1) é) et (bo, wo) = (1,1).

00 (1,3)
;« (2,2)
(1,27

N
e o0 V (2,2)

(1,1)

N,

2,2
(2,1) (2,2)

(2,2)

A

(3,1)

H(x,y,z) =

Xy

(02 + x2y)z

+ (0P + A+ xy)E
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Compter les histoires de Pélya—Friedman

15 8)

(1) 8

O\_p. (1,2)<

N
2,15
T

NG

1-p

Z_ip (2,2)
Z«Z»p .2)
ey

-/ e

+ @R +(A-pP+3pl-p) Xy)%

Qx,y,2) =
p2
p(1-p) 4
+ (xy? + x%y)z

+ ((2p2 +(1=p?+3p(1—-p) X

+ (2P +4(1—pP +6p(l—-p)) x°y?

2
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Application : More than 2 colors
By, a Bernoulli(p), and (bo, ro, go) the initial condition.

-1 B, 1-B, X'
o o o |, Y’
0 0 0 H’

Q(x,y,h,z) = Xb°(z) Y™ (z) H®(z),

pY+(1—-p)H;
Y;
H.

X(2) = (py+(1—p)h)(er—1)+x;
Y(z) = yeé%;
H(z) = hée*.

The distribution of red balls R, is

- () Q) e (e (2)

0
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Mélanger régles aléatoires et absence d'équilibre

Exemple : graphes aléatoires sur n sommets

Commencons avec (5) boules noires (arétes potentielles)

A chaque étape : piocher une boule. Si elle est noire, choisir avec proba.
p de la remplacer par une blanche (une véritable aréte), et avec proba.
1 — p la supprimer définitivement

1 B\ (-1 1 10
(0 0> = (0 0)]13”—1 * (o 0)13"—0

V(x,y,z) verifie  (x—(py +1—p)z) 0V +(y —zy) o,V = x(3)
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Urns with multiple draws :
the Bernoulli-Laplace process

“eo o . w B
o o 0cCe e ww [—1 1
® " 00| geqe
0© o e BBVBY (1) 01
Chamber A Chamber B
a white b white One urn at+b=N

b black 2 black a white, b black

Xayb i} a2 X_l_yl Xayb + b2 le—l Xayb + 2abx0y0 Xayb

O, 1= udy (pick & replace a ball)
Gi=x1y'e? 4 xty ! @}2, +2x%°%0,0,

Hn(Xa_)/) — gn o Xaoybo

Pr{(a0, bo) ~ (2, )} = 1 [y*] ()

[Flajolet, July 2010]
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Perspectives

» Applications aux statistiques locales de processus de graphes
aléatoires (Séries -Paralléles [Mahmoud 2013], Erdds-Rényi ?, autres?)

» Analyse asymptotique des urnes a coefficients aléatoires et urnes non
équilibrées

» Urnes non équilibrées : le principe symbolique fonctionne pour les
régles aléatoires, pour les pioches multiples
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Conclusion

Knuth cutting loops
k=01 Gub-mo

P Uy 0 — Uy
a uniform urn (9714@ "

oy Tonbbe ra) - 1 m-1
PE=h) =i G Up(x1,2) = /0 m(x(l —2)— zn(e))" dt
where Ty ok = [ (1 +x+ ... +x7)". X

Coupon collector with delay " ")

If you can specify it,

,)beem
you can analyze it!

BM = (0 d) ad>0  (a.bo)

. i\ /7 1
Wi,y Z)f/o (x 72)(y4:/,z> e T

Qx.1.2) = (e* + (x - 1)el

o (10
For (a0.b0) = (0.1),  Vxnur(Ly,2) = KMR’(l 1)

= dt

1
/n -2 (1- (-2 [ - 5 + 1 - 2) = (1 - )] )

Example : random graph of n vertices
Start with (3) black balls (for potential edges)

(¢ %) = (o §) = (3 §)rmo

W(x,y,2) verifies  (x = (py +1— p)2) OV + (y — 2v) ¥ =

x(3)
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